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Аннотация. В настоящей работе предлагается вывод математических моделей распределения поля 
давления в пласте вблизи скважины в процессе гидравлического удара. Чтобы получить эти модели, мы сле­
дуем известной схеме, предложенной Р. Барриджем и Дж. Келлером, которая основана на строгом усредне­
нии точной математической модели, описывающей на микроскопическом уровне совместное движение упру­
гого твердого скелета и вязкой жидкости, заполняющей поры.
Resume. In this paper the derivation of the mathematical models of the distribution of the pressure field in 
the reservoir near the well in the process of hydraulic shock. To obtain these models, we follow the scheme proposed 
by R. and J. Burridge. Keller, which is based on simple averaging, an accurate mathematical model that describes on a 
microscopic level the simultaneous motion of the elastic solid skeleton and a viscous fluid filling the pores.
Ключевые слова: Уравнения Стокса, гидравлический разрыв, двухмасштабная сходимость, усредне­
ние периодических структур.
Keywords: Stokes equations, hydraulic fracturing, dvuhmestnoe convergence, homogenization of periodic 
structures.
Гидравлическим ударом называется резкое повышение давления в некоторой системе, за­
полненной жидкостью, как трубы, трещины и поры. Этот процесс в нефтяной скважине является 
частью процесса гидравлического разрыва нефтяного пласта. Существуют математические модели 
гидравлического удара, являющиеся инженерными моделями ([l], [2], [3]), связанными с фунда­
ментальными законами механики сплошных сред, либо модели, описывающие распространение 
трещин в упругой среде ([4]). Но эти модели не работают на более сложных системах, таких как 
нефтяная скважина.
В настоящей работе мы получили математические модели гидравлического удара, следуя 
очень естественной идее Р. Барриджа и Дж. Келлера ([5]): в первую очередь, описать физический 
процесс на микроскопическом уровне, опираясь на общепринятую математическую модель, затем, 
если модель содержит малый параметр, найти все предельные режимы (усредненные уравнения) 
устремив малый параметр к нулю.
В качестве базовой математической модели гидравлического удара мы рассматриваем мо­
дель, описывающую кратковременные изотермические процессы в несжимаемой среде ([l] -  [6]), 




x' = Lx, t' = rt, w 2 W
удовлетворяет системе дифференциальных уравнений в области Q  при I > 0 :
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V - w = 0 (0 .1)
~ d 2w  „  _
р — ^  = V -P + pF, (о.2)
(Ж
р = ZGC/UD(x,—  ) + ( l - ^ ) o r /lD (x ,w )- jp I ,  (0 .3)
<3w4
dt.
P  = X Pf +(1  ~ x ) p s -
В уравнениях (o.i) -  (0.3) z ( x ) ~ характеристическая функция порового пространства,
р(х, t) -  давление, Р  г и Ps соответственно средние безразмерные плотности жидкости в порах
и твердом скелете грунта, отнесенные к средней плотности воды Р о , I — единичная матрица. 
Безразмерные постоянные а п и а. определяются формулами
_ 2[лт _ 2Аг2
а И т2 ■> т2
Р Ро Р Ро
где // -  вязкость жидкости, Л -  упругая постоянная Ламэ, т -  характерное время физи­
ческого процесса, L -  характерный размер рассматриваемой физической области.
Уравнение (0.2) понимается в смысле теории распределений и содержит уравнение 
Стокса в жидкой части, уравнение Ламэ в твердом скелете и условие непрерывности перемещений 
и нормальных напряжений на границе «твердый скелет -  поровое пространство».
Эта математическая модель содержит естественный малый параметр s  , которым яв­
ляется отношение среднего размера пор / к характерному размеру L  рассматриваемой области 
s  = 1J P . Поэтому вполне обоснованным является нахождение предельных режимов в точной мо­
дели при стремлении малого параметра к нулю. Такие приближения сильно упрощают исходную 
задачу, сохраняя при этом все ее основание свойства. Но даже при наличии малого параметра за­
дача все еще достаточно трудная и необходимы дополнительные упрощающие допущения. С гео­
метрической точки зрения таким упрощением является предположение о периодичности порово­
го пространства. А именно, пусть выполнено следующее
ПРЕДПОЛОЖЕНИЕ, l) Пусть область Ys есть «твердая часть» единичного куба 
7  =  (0,1)3 е Д 3 , и его «жидкая» часть Yу есть открытое дополнение Ys в Y  и граница 
у  =  c Y j- о  dYs есть липшицева поверхность.
2) Область Е j  есть периодическое повторение в R элементарной ячейки ^7 — , об­
ласть E s — периодическое повторение в R 3 элементарной ячейки К  = S ^s .
3) Поровое пространство fiy- с  Q  = Q  г л  Е j- есть периодическое повторение в Q  эле­
ментарной ячейки s Y j - , а твердый скелет си -  периодическое повторение в Q
элементарной ячейки s Y s .
Непрерывная по Липшицу граница Г £ = дС1  ^ Г) dCly- представляет собой периодическое 
повторение в Q  границы £ у .
4) Q  = Qy- '..j Г ' '..j Q,s . Поровое пространство fiy- и твердый скелет Q j  являются связ­
ными множествами.
Тогда характеристическая функция области Q  примет вид
Х (*)  = Х е(*) = Х Л *)Х (~ ),
s
где Хо (х ) есть характеристическая функция области Q q .
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Пусть безразмерные параметры а  ^  и ос^  зависят от малого параметра задачи а и суще­
ствуют пределы
lim а Л е )  = Цъ,  Нш а л (е)  = Л0 .
£—Я) £—Я)
Целью настоящей работы является нахождение предельного режима (усредненных урав­
нений) и соответствующих начальных и краевых условий при
0</10<оо,0<//0<о°-
Вывод полученных результатов основан на систематическом использовании метода двух­
масштабной сходимости, предложенного Г. Нгуетсенгом([7]).
1. Постановка задачи
Как правило, начальный импульс, определяющий гидравлический удар, передается 
в нефтяной пласт через заполненный жидкостью резервуар.
Моделируя этот процесс, мы рассматриваем область О ,  занимающую конечный объем
и лежащую в полупространстве {л'з < О}. Её граница S  состоит из двух частей: Л’ ' лежит в плоскости 
{л'з = О}, остальная часть границы = S \ S ^  есть гладкая поверхность класса С 2 , вблизи плоско­
сти {^з = О}, заданная уравнением Ф(л'|, х 2 ) = 0  (то есть представляющая собой цилиндр).
В качестве Q  выступает подобласть области О ,  такая что дополнение Q  в О  есть ци-
—  О ^ 9 9 9
линдр Q  = {х е  R  \ Xi + < 5  < 1, < < 0} (см- рисунок i)-
Для фиксированного S > 0  совместное движение твердого скелета и жидкости, заполня­
ющей поры, в области Q.T описывается системой
Рис.1.1 -  область Q 0 , 2 -  область Q .




т движение жидкости описывается системой Стокса, состоящей из уравнения 
неразрывности (l.i) и уравнения баланса импульса
(1-4)
На общей границе S 0 = дС1 о  дП°, а также на границе Г /; «твердый скелет -  поровое про­
странство» выполнены условия непрерывности перемещений
lim w (x ,0 =  lim w (x,0  (1.6)
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lim P (x ,0 -n (x 0) =  hm Р (х ,0 -п (х0), (1.7)
x^x° x^x°
xeQ® xeQ
где ii(xq ) -  вектор нормали к соответствующей границе в точке х0.
На части Л’ ' границы S  задано нормальное напряжение
(^ Р ° ( х ,0  + (1 -< О Р ( х ,о )- е 3 = - p 0(x ,t)e3 , (1.8)
где р q(x,/) есть импульс, определяющий гидравлический удар. Будем считать, что функ-
ция р 0 ( х ,  t) = р 0 (д-! , х 2 ,t)  финитна в области {х е  R 2 | xf + х\  < < 1, -  5  < < 0} .
На оставшейся части внешней границы S~ = S\Sl выполняется условие
w s (x,t) = 0 при t > 0 . (1.9)
Задача замыкается однородными начальными условиями
we (x,0) = 0, (х,0) = 0, х е О .  (1.10)
dt
Обычным образом определяется понятие обобщённого решения задачи
(1.1) -  (1.10).
Определение 1. Пара функций {w £, р £} , таких что
° 1,0 dwb
w e GW2 (QT), ^ — g L 2 (Qt ), p eG L2(QT),
dt.
называется обобщённым решением задачи (1.1) -  (1.10), если данные функции удовлетво­
ряют уравнению неразрывности (1.1) почти всюду в области О т , начальному условию (1.10) для
функции w £ и интегральному тождеству
h  •■^ + ( ^ Р ° + ( l - C T ) - D { x ,g ) ) ) d x d t  = \ V-(<pp0)dxdt  (1.11)
dt dt
C)(p 2
для всех функций (p G  W 2  ’ (Qj ) ,   e  L2 ( O f  ) ,  таких что (p (x, t) =  0 на границе S T ; и
dt.
<p(x,T) = 0 для x g O .
Очевидно, что давление p e определяется с точностью до аддитивной постоянной. Фикси­
руем эту постоянную условием
^ p e dx = 0. (1.12)
Q
В уравнении (1.11) Р  ~ (С + (^ ~ С )Х  )Р/  + ( 1 -<T )(1- Z  )P S и <^  = < (^х) есть характери­
стическая функция области С1и в О . Через А : В  обозначена свертка двух тензоров второго ранга
* \ ч 3
по обоим индексам, т.е. А : В =tr (В ° А) = 2_,. ^А^В .^
Иногда мы будем записывать тождество (1.11) в дифференциальной форме
р ' ^  = ч - ( С Р п + ( 1 - С Г )  (1.13)
dt“
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и говорить, что функции (w   ^ Р  } удовлетворяют уравнению (1.13) и граничному усло­
вию (1.8) в смысле теории распределений.
Будем считать, что функция р  q подчинена следующему условию
JL (I V ^ o (x ,0 |2 +1 V ^ -{x ,t)\ 2)dxdt =  (З2 < 0 0
т dt.
где /3  -  константа, зависящая только от областей Q, Q и Qq .
Вывод усредненных уравнений модели базируется на следующей теореме.
Теорема 1. Пусть функции (w  > Р  } являются слабым решением задачи (1.1) -  (1.10).
Тогда
max j0 ( |-----—  |2 + \ p s \2 +  ( l ~ C ) Z e ) I DC*,—— ) |2 +
0 <t<TiQ dt.2 dt
+ (1 -  0 (1  -  J ") I D ( x , ^ l )  |2 )dx < C ,(32 , (1.14)
dt
где постоянная С g не зависит от малого параметра s  .
Доказательство существования обобщенного решения (1.1) -  (1.10) при всех s  > 0  и оценки 
(1.14) стандартно (см. [6], [8]) и базируется на энергетическом тождестве
1 d ?  ^е . d2w e ,? ,л | р./ dwe ч ,2ч 7
2 l M p  + a ^ - o a - z  ) | D t e — )1 )Л +
+ Sga,AC + (1 -  O S ) I 12 Л  = 1ду ф  •
2. Формулировка основных результатов
Теорема 2. Пусть (w  , Р  } -  слабое решение задачи (1.1) -  (1.10). Тогда
° 1,01) последовательности {w  } и {cw let  J сходятся слабо в W 2 (О/ ) к функциям w  и v  
соответственно, последовательности {б: “ w le t“ J и { р е } сходятся слабо в IГ (О-/ ) к функциям
d2 w
— — и р  соответственно;
dt2
2) предельные функции w  , v  и р  есть решение системы усредненных уравнений в обла­
сти От , состоящей из уравнения неразрывности
V - w  = 0 , (2.1)
и усредненного уравнения баланса импульса
Р(х) + V p - V - ( g j u 0D (x ,v ) + ( l - C ) c \ j  : D (x ,v)) =
dt2
^ 3  (t -  т): D(x, w(x, r))d',
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= V-^cV2 :Z)(x,w) + £cV3 ^ -r) , ,T )dzj,  (2.2)
совместно с краевыми и начальными условиями
(//0Z)(x, v(x, t))-p(x, t) I) - e3 = p Q (x, r)e3, x e 5 j ,  (2.3)
w(x , 0  = 0, x g  S%, (2.4)
w(x,0) = v(x,0) = 0 , x G О ; (2.5)
3) задача (2.1) -  (2.5) однозначно разрешима.
В уравнении (2.2)
р(х) = (C(x) + ( l - C  (x))m)p f + ( l - C  (х))(! -  ™)Ps ■
Тензоры четвертого ранга c V |, e V 2, (t) определены ниже формулой (3.11).
Доказательство теоремы 2.
На основании теоремы 1 заключаем, что последовательности { р е }, { w s } , ^ v w /dt|, 
3^2w s / dt2 j, (Z )(x ,w e )} и { D (x ,d w e /dt)} ограничены в L 2 ( Q t  ) • Следовательно, существует 
подпоследовательность от малого параметра {£ > ° }  и функции р , w  и v , такие что
32w £ d2w
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р £ -+ р ,
dt.2 dt.2
слабо в L2 (От ) при s  —  ^0 , и
е dw dw
w  —» w , --------- > v  = ■
dt dt
о 1.0
слабо в W 2 ( Q -г ) при s  —  ^0.
Переобозначая, если это необходимо, индексы, считаем сходящимся сами последовательности. 
По теореме Нгуетсенга существуют l -периодические по переменной у функции P (x ,t ,  у)
из L 2(Ot  x Y )  и W (x ,/ ,y )  из 1,2 (О-/- \W\ (Y ) ) , такие что последовательности { р е }, {w /;} ,
3^w s /cvj, { V w s } и jv(6W /;/6/)} сходятся двухмасштабно в L 2 (0 T ) к функциям P ( x , t ,y ) ,
w (x ,0 ,  v (x ,0 ,  ( v Yw (x,0  + V vW(x,/1,y ))n  (VYv(x,f) + V v dW(x,t,y)/dt) соответственно.
Л ем м а l .  Предельные функции w  и W  удовлетворяют макроскопическому и микроско­
пическому уравнениям неразрывности
V - w  = 0 , ( x , t ) e O T . (3.1)
V v - W = 0 , ( x , t ) e QT, у е  Г. (3.2)
Доказательство. Для доказательства (3.1) достаточно рассмотреть уравнение неразрывно­
сти (1.1) в виде
Т
J J w £ • V(p (х, t)dsdt  = 0 ,
0 Q
справедливое для всякой гладкой функции (р, равной нулю на части Л у- границы д О  и
перейти к пределу при s  —> 0 .
Уравнение (3.2) получим, перейдя к двухмасштабному пределу в уравнении неразрывности
(1.1) в интегральной форме:
fs :w e - V(/?0 (x,t)h(x/s))dxdt  = 0.
от
Л ем м а 2. Предельные функции w  , р , W  и Р  удовлетворяют макроскопическому урав­
нению баланса импульса
<32w
р ( х ) — —  + V p - V -(С M0D (x,  v)) = 
d r
= V  • (1 -  С)( Mo mD(x, v) + Л0 (1 -  m )D(x, w)) + (3 -3 )
+ v - ( i - 0
f  , , ^
+ Д о < Д (  y.W))
Yf  J
в области O j - , краевому условию (2.3), начальному условию (2.5) и микроскопическому 
уравнению баланса импульса
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3W
dt (3 -4 )
+ V  • (jjQZ(y)D(x, v )  + А0 (1 -  х (У  ))D(x, w )) = 0 
в области Y  для почти всех (х, /).
Доказательство. Осуществив двухмасштабный предельный переход в интегральном тож­
дестве (l.n ) с пробными функциями <р = (р(х, /), получим
j  + V  • ((рр0) + { p i  -  С  /J0D (x,  v)) : D (x, cp)\dxdt =
Qt






[ D(y’ ) + л °
V '  Yf  S J
: £>(x, cp)dxdt,
что эквивалентно дифференциальному уравнению (3.3) и начальному условию (2.5). По­
следнее интегральное тождество, записанное в виде
дер
- v  • —  + (p i  -  С jU0D(x, v)) : D (x , ср) \dxdt = -  [ V  • (<рр0 )dxdt
81 J  &
S\p/ '
Qt
для финитных в области Q () функции (р, обеспечивает краевое условие (2.3).
Уравнение (3.4) следует из (1.11) после двухмасштабного предельного перехода с пробными 
функциями <р = sh(x,t)(po(x/s), где И есть финитная в области Q  функция.
Перейдем теперь к выводу усредненного уравнения баланса импульса (2.2). Чтобы найти 
тензоры c4 j , -^3 (! ) ’ необходимо решить периодическую задачу (3.2), (3.4) в области YT ,
SW  dw
найти D ( у , ----- ) и D ( y ,W )  как операторы на D ( x ,  ) и Z)(x,w ) и подставить их выражения в
dt dt
макроскопическое уравнение (3.3).
Перепишем тождество (3.4) в следующем виде
5W ,
где
V v -(ЛГ| MoD(y,— ) + Z  \ + А0(\ -  x ) D ( y , W )  -  P I)  = 0,
Z (x ,t) = jU0D ( x ,^ - )  - A 0D (x,w ) = Y Z i j M J °J)- 
dt Uj=1
Пусть (y, / ), P <ij> ( у ,/)} и {w (^ ( y ) ,  l i ‘n (y )\  где U / = 1, 2 , 3 , есть решения перио­
дических задач
V v .( ZjUoD ( y , ^ — ) +
dt
+ AQ{\-X) D { y M ij)) - P y,J,I) = V 
V  v • W (,y) = 0 , 
z(y)w ('y)(y,o) = w ^ )(y),
)(У) t\ —
(3 -6)
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V v -(х(^оЩу, "о  
v  v  • w ('y) =  о ,
j z ( y ) W ^ )(y)t/>’ = 0,
(у К  , Ач) _ р ( у Ь ) ) _W + ~Рг ">/))= О,
в области Y , тогда
3 t




Д х , у , 0  = / ( у )  X i oy ) (y)Z y ( x ^ ) +  z  \ Р {1}\ у ^ - т ) 1 у { * , т ) ( 1 т ,
Uj=1 »J=10
t
D ( y, W) = cUg (y ): £>(x, w ) -  J ok} (y , t -  r ) : D (x, w (x, r))t/r, (3 -8 )
где
^ ( У )  = А 0 I % W ® ( y ) ) ® ^
'j'=i
c V , ( y ,0  = Z  MoD У,-
> J = l  V V
Уравнения (3.8) -  (3.9) влекут
3 f  f  5W (^ }(y,0 ^ + /i0Z)(y,W(")(y,0)
(3 -9)
(3.10)
£>| У>^ 4  = o i f o ( y ) : D{*, dw^ ’/)) -  o k }  (y ,0) :£>(x, w (x, 0) -




d*i = nQm Z ^ (!}) ® J {1]) + M oUo)Y ’
i j =1 7
= Ло(1 - m) ®  J {ij) + 4 ) (e lfo )Y + щ (o k } (y,0)>
i-i=1 * 7
c V ? (0  = hq ( 8° и% У’ ^ )  + (c{{> (У> ^ )i; •
Л ем м а 3. Задачи (3.5), (3.6) однозначно разрешимы
Доказательство. Утверждение леммы, а также бесконечная гладкость решения по време­
ни есть следствие оценки
m ax f b ( y , W (^ ( y , 0 ) dy + j* f|z ) (y ,W (^}( у ,f))
Г» w * I * *0 <t<T
f 0 Y.
dydt < C c
которая выводится из энергетических тождеств
t
^ |/ А о | Д у ^ (у)(у,0) dy + j’ j’O - z H )  D(y,W °J \y,T)) dydz
0 7
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\ХН0 A  y , w ^ ( y ) )
dy,
dy + j  X D (у, W<$y)(y)): 7 (y)6fy = 0, (3 -12)
после умножения первого уравнения в (3-6) на W 1 ^' и интегрирования по частям по области 
У x ( 0,t)  а также умножения первого уравнения в (3.7) на W(<),/ * и интегрирования по частям по Y . 
Рассматривая функцию (1 — / K y ) ) W ^  (у ,0 ) как периодическое решение системы Стокса
V v -(^o£ )(y ,W (y )) - P (y )/ )= 0 , v  v  • w (y) = о
в Ys , совпадающее на границе у  с функцией
мы получаем (см. [8])
j  £>(у, W (y)(y,0)) dy < С 0.
Повторяя эту процедуру, мы получим требуемое.
Л ем м а 4 . Симметричный тензор строго положительно определен. 
Доказательство. Пусть С, = (£ у ) и /7 = (//(/) -  произвольные симметричные матрицы и
= Z W < % ,  Y ,  = £ w « V  
Uj=1 i , j=1
По определению
(c^s; : С) ■ п = Мот С ■ П + Mo (d(У, Y  ~))} ■П-
Воспользуемся равенством
\ % ^ D {  у, W ^ ) : D ( y , W (0kl))dy + \% D {  у, w f }) : V y  = 0
Y Y
Для i , j  = 1, 2, 3  , которое является очевидным следствием (3.12) и приводит к соотношению
Мо (/)(у, Y ,  ))^  : С  + Ио (d {j , Y .  ): />(у, Y ,  ^  = 0. (3.13)
Таким образом,
(с н у .С )-. п = М о ( ( м о я ( у ,\ :) + с } -  (м о я (у ,y v)+ /7))^ .
Утверждение Леммы следует из последнего соотношения.
Л ем м а 5 . Задача (2.1) -  (2.5) имеет единственное решение.
Доказательство. Однозначная разрешимость задачи (2.1) -  (2.5) следует из энергетиче­
ского равенства
-  jp(x)|v(x, t0 )|“ dx + j  j (оЧ} : D ( x , v )) : D ( x , \)dxdt
 ^Q 0П





w(x,t)): j c V ?(t - т ):D ( x , w(x, r))t/r
Vo
б/хб//
Для решения v =  однородной ( =  0 ) задачи.
dt.
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